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Studien zum Ramaneffekt
VIII. Berechnung einfacher Molekiilmodelle

Von

Michael Radakovié¢

(Mit 1 Textfigur)

(Vorgelegt in der Sitzung am 2. Mai 1930)

In dem letzten Jahre hat K. W. F. Kohlrausech in
einer Reihe gemeinsam mit A. Dadieu ausgefithrten Ar-
beiten ' gezeigt, dafl aus dem Ramanspektrum einer Substanz
weitgehende Schliisse auf die GroBe und die gegenseitige Orien-
tierung der Bindungskrifte im Molekiil sich ziehen lassen. Bei
diesen Untersuchungen und bei den Arbeiten anderer Forscher,
die dhnliche Ziele durch die Verwendung der Bandenspekiren
und der ultraroten Spektren einfacher Molekiiltypen erstreben,
wird mit groflem Erfolg ein iiberraschend einfaches mecha-
nisches Modell fiir das Molekiil angenommen. Es besteht aus
Massenpunkten, die die Atome oder die Atomgruppen des
Molekiils reprisentieren und die untereinander durch Feder-
krafte verbunden sind. Indem man die errechneten Normal-
sechwingungen des mechanischen Systems in Parallele stellt
zu den beobachteten Spektrallinien, etwa denen des Raman-
spektrums, kann man Schliisse auf die Bindungskrifte im
Molekiil ziehen. Bisher sind nur wenige Systeme dieser Art
und aunch diese nur unter der Annahme besonderer Sym-
metrieverhiltnisse in der Anordnung der Massenpunkte be-
rechnet worden. Es diirfte daher die Angabe einer einfachen
Methode niitzlich sein, die die Normalschwingungen von Punkt-
systemen der angegebenen Art bei allgemeiner Anpnahme der
Zahl und der Konfiguration der Massenpunkte zu berechnen
gestattet.

Es ist jedoch nicht notwendig, die Methode der Berech-
nung fiir den allgemeinsten Fall von riumlich angeordneten
Massenpunkten zu entwickeln. s geniigt, sie an dem einfachen
Fall von drei Massenpunkten zu zeigen.

Wenn man hiebei auf Vereinfachungen verzichtet, die
aus der speziellen Natur dieses Falles entspringen, treten die
wesentlichsten Ziige der Methode trotz der Beschrinkung auf
einen der einfachsten Fille deutlich genug hervor, so daB ihre
Ubertragung auf allgemeinere Systeme keine weiteren Schwie-
rigkeiten mehr besitzt.

tK. W. F, Kohlrausch und A. Dadieu, Studien zumm Ramaneffekt,
I bis VII, Sitzb. Ak, Wiss. Wien (IXa), Bd. 138.
2g%
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Das schwingende System.
Es seien m, m,, m., die drei Massen des Systems. Die

Punkte S,, S,, S, seien ihre Ruhelagen. Die Stellung der Seiten
des Dreiecks gegen ein beliebig in der Ebene angenommenes

¥

. %

Fig. 1.

rechtwinkeliges Koordinatensystem sei unter der Annahme
der in der Fig. 1 eingezeichneten positiven Richtungen

fiir die Seite 5,5, = s, durch cos (s, @) = =,; c08 (s, ¥) = Yo,
B A
»” .y * b‘zso

v}

8 . cos(s,x) =< cos(s,¥) ="

I

i

Sy . COS(8,T) = 3,; COS(SY) = Vs

gegeben. Die Winkel des Dreieckes sind dann durch die
Gleichungen

%% + Yoy = —cos ! &%t 1% = —COS 2

&% + T = — €08 4, 4)

bestimmt. In der Ruhelage sind die Massen durch ungespannte
Federn verbunden.

Verschiebt man die Massen in die Punkte P, P,, P., S0
treten zwischen ihnen Krifte auf, die den Verlingerungen der
Seiten proportional sind, in die Richtung der Verbindungs-
geraden entfallen und die Verzerrungen der Seiten riickgingig
zu machen suchen. Die Direktionskriifte der Federn seien f,,
fi» f. in den Verbindungen der Punktepaare (m,m,), (m,, m.),
(2 my).
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Die Koordinaten des Systems.
Die rechtwinkligen Koordinaten der Ruhelagen seien
fiir S, ... (ab,), fiir S ... (a,b), fix S, ... (a,b,)
und fiir die verschobenen Lagen

hir Py ... (ay, + T4 by + #)s tir P, ... (¢, + 2, By + ¥
fir P, ... (@, + 24, b, + 4,).

Die sechs GroBen z, bis y, bestimmen die Richtung und
GrioBe der Verschiebung der Massen aus ihren Ruhelagen und
werden als kleine Groflen erster Ordnung angenommen.

Die Entfernung der Lagen P, und P, wird dann

r3 = (a, — @y + T, — x2,)* + (b, — by + i, — y)%

Unter Beriicksichtigung der Annahme, daf die Verschie-
bungen aus der Ruhelage kleine GréBen sind und unter Ein-
fithrung der Richtungskosinus der Seite s,

__ 44 o b=,
g = ) o= ———

So So
erhdlt man
o = 8 + [(&, — ) & + (3 — #0) Yol-

In ganz gleicher Weise lassen sich die Entfernungen r,
und r, ermitteln. Unter Einfiithrung der Abkiirzungen

1. o = (T, — @) &g + (U1 = ¥o) Yo
2, E=(x, —x)e + e —UdT (8]
3. & = (Ty—Zp) & + (Yo — U2) Ta
erhalt man
ro =8 + &
ry==: + 5‘1 (II)
ry =8, + §,.

Nachdem das betrachtete System nur inneren Kriften
unterliegt, vollfiihrt sein Schwerpunkt eime Galileische Be-
wegung. Von Interesse sind jedoch nur die Schwingungen im
System, nicht seine Bewegung in der Ehene. Es geniigt daher,
wenn man die Bedingung einfiihrt, daB der Schwerpunkt des
Systems ruht. Diese Annahme bedingt, daB die Koordinaten
der Verschiebungen der drei Massen die Relationen

4. my 2 + my T A My T, =0 1
5. Mo Yo -+ M Yy + My jfy =0 @

erfiilllen miissen.
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Die eingefiihrten Gréflen £, &, &, haben eine einfache Be-
deutung. Es sind (z,—z,) und (y,—y, die Projektionen der
Verldngerung der Seite s,, also die Projektionen der Strecke
(ro—s,) aut die Achsen des Koordinatensystems und man sieht
daher, daB g, die Projektion der Verlingerung der Entfernung
der Massen m, und m, auf die Richtung ihrer Entfernung in
der Ruhelage, also auf s, ist. Ganz analoge Bedeutungen haben
£, und &,.

Man kann &, §,, &, als generelle Koordinaten wihlen, doch
mufl man noch eine vierte Koordinate einfiihren, denn das
System von drei Punkten in der Ebene, deren Schwerpunkt
festliegt, ist vom vierten Grade der Freiheit. Als solche vierte
Koordinate konnte z. B. die x-Koordinate der Masse m, dienen,
etwa

Uy + Ty = v, I

Die fiinf Gleichungen (I) und die Zusatzgleichung (I')
wiirden sodann den Ubergang von den rechtwinkligen zu den
generellen Koordinaten vermitteln, u. zw. wiirden sich die
ersteren als lineare Funktionen der letzteren ergeben. Es emp-
fiehlt sich aber nicht, die Uberfithrung des Problems in gene-
relle Koordinaten in diesem und in anderen Fillen wirklich
durchzufithren, da man auch ohne diese unter Umstinden
recht langwierigen Rechnungen leicht zum Ziele gelangt.

Die GroBen &, &, & dienen zur einfachen Entwicklung
der Normalschwingungen des Systems. Sie lassen sich, wie un-
mittelbar ersichtlich ist, auch bei beliebiger Anzahl der Massen-
punkte und bei beliebig vorgegebener Konfiguration des Systems
fiir jede Verbindungsgerade zweier Punkte leicht angeben. Fiir
ihre Verwendung im allgemeinen Fall ist es aber notwendig,
die folgenden Bemerkungen zu beachten. Es kann in einem
System vorkommen, daB zwei seiner Massen keinerlei Krafte
aufeinander ausiiben, so dafl sie ohne Arbeitsleistung voneio-
ander entfernt werden kénnen. Es ist tiberfliissig, fiir eine Ver-
bindungsgerade solcher Massenpunkte eine £Z-GréBe einzufiih-
ren. Sie wiirde ohnehin bei der Berechnung der Schwingun-
gen keine Rolle spielen. Man fiihrt also nur fiir jene Ver-
bindungen zweiler Punkte des Systems die entsprechenden
E-GroBen ein, in denen Krifte wirken. In dem behandelten
Beispiel sind die drei GréSen &,,E, und &, voneinander unab-
hingig. Das mull nicht immer sein. So besteht zwischen den
sechs Seiten, die vier Punkte in der Ebene verbinden, aus geo-
metrischen Griinden eine Relation, der eine lineare Beziehung
zwischen £,...%, entspricht. Betrachtet man, um die Moglich-
keit solcher Relationen von einer anderen Seite her zu zeigen,
das System von sieben Massenpunkten im Raume, von denen
jeder mit jedem durch eine Federkraft vérbunden ist, so hat man
21 GroBen &, .. .5,. Sie sind lineare Funktionen der Koordinaten
z, bis 2., Will man nun fordern, daBl der Schwerpunkt des
Systems ruht, so erhielte man 21 4 3, also 24 Gleichungen I fiir
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die 21 Koordinaten. Es miissen also zwischen den GréBen &, ...8,,
lineare Relationen bestehen.
Man kann also bei einem System von n Massenpunkten

n(n-—1

( 5 )
verwendbar fiir die vorliegende Aufgabe der Berechnung der
Normalschwingungen des Systems, die denjenigen Verbindun-
gen zweier Systempunkte entsprechen, in denen Federkrifte
wirksam sind. Fir diese Anzahl stellt man das erweiterte
System der Gleichungen (I) auf und beachtet, ob alle diese
notwendigen EZ-Groflen voneinander unabhingig sind oder ob
zwischen ihnen lineare Relationen bestehen.

Grofen &, einfithren. Von diesen sind aber nur jene

Das Potential des Systems.

Denkt man sich das System aus einer Lage in eine be-
nachbarte Lage verschoben, so erfordert dies die Leistung
einer Arbeit, deren Betrag die Zunahme des Potentials 7 des
Systems ergibt.

Man erhilt somit

AV = fo(rg—8) dry+f (ry —s).dry + fy (ry — 5,0 d 1y
Mit Hilfe der Gleichungen (I1) kann man in diesem Aus-
druck die GroBen &, &, £, einfithren und erhilt
AV =545 + 15148 + 1§45,
Damit .ist das Potential des Systems bestimmt.
Es wird
V=4h8+ 18+ 1A5E

Dieselbe Uberlegung liefert auch das Potential von kom-
plizierter gebauten Systemen.

Die Differentialgleichungen des Systems.

Es ist nun leichf, die sechs Differentialgleichungen des
Systems zu entwickeln. Man erhilt sie unter Bentitzung der
Definitionsgleichungen (I) 1. bis 3.

. aV . . aV .
My Ly == — o = fo gy 5y — [28,500 My Y= — =Fotobo —FitaBe
0Ty O Yo
. AV . 3V
nr = lezfxsxgl—ﬂsogo; My Y= 27 =fihsh - hts ()
t
. 27 L 7
‘m:xe:‘_‘a‘,z:fzssgz"‘ﬂst;;; 7'12.’/2:"‘%}/—: 28 — 115

In derselben Weise erhilt man die Differentialgleichungen
fiir alle jene Systeme, deren Z-Groflen voneinander unabhingig
sind. In jenen Fillen hingegen, in denen zwischen den Z-Grofen
lineare Relationen bestehen, werden die rechten Seiten der
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Differentialgleichungen einen etwas anderen Bau haben. An-
genommen, es hdtte das System p GroBen £ gemif seiner dyna-
mischen Bestimmtheit. Zwischen ihnen bestiinde eine lineare
Relation. HEs wiirde dann immer noch das Potential die Form

e—1
V= DinE
i=0

haben, doch wiirde eine beliebig gewihlte E&GriBe, etwa &,
sich durch die anderen linear, also in der Form

o—1
& = Sciii
i=1

ausdriicken lassen. Indem man dies in das Potential einfiilrt,
sieht man, daB bei der Bildung der partiellen Ableitung nach
einer Koordinate auch die Koeffizienten ¢; dieser Relation in
den rechten Seiten der Differentialgleichungen auftreten. Natiir-
lich bleibt aber erhalten, daf die Differentialgleichungen linear
in den GroBen £ sind und damit bleiben die folgenden Uber-
legungen auch in diesem Falle anwendbar.

Die Differentialgleichungen der Normal-
schwingungen des Systems.

Es ist nun leicht, aus den Gleichungen (III) die Dif-
ferentialgleichungen der £-GroBen abzuleiten. Um dies fiir
eine, etwa die GréBe&,, zu zeigen, geht man auf deren Defini-
tionsgleichung (I) 1. zuriick und entnimmt ihr, daB

é;) - (1'1 - io) g (.% - !;0) To
ist. Man erhilt daher aus (III):
fi

"w___f..?_ L) 2 A
E = ( + '8°5°+m,

m, my,

___(__f_‘o_ + ’E—)-Tg Eo+7%7170€x+‘£—0727052-

mg my,

1s
€ € — &4 &, —
1 °€’+mo 3 € §a

Man fithrt mit Hilfe von (4) die Dreieckswinkel ein un.(.l
setzt in dieser und in den beiden anderen Gleichungen, die g,
und &, bestimmen,

. 1
Yt m T wm T wm T o T e
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Man erhilt derart das Gleichungssystem

fs I f:

£, = -———!—1:.;’,0 e C08 % 5,——~-0—cosar.2 B

El:—'f cosoc”o——i1 LCOS%E, v
1 2

g = -—-&—cos o - Eo—ﬁ—cos a,.§ — f’ Eo-

Die Differentialgleichungen (IV) fiir die GréBen &, &, &,
haben die Gestalt der Differentialgleichungen der Normal-
schwingungen eines Systems von drei Freiheitsgraden. Ihre
Integration erfolgt daher nach bekannten Methoden.

Die Integration der Differentialgleichungen
(Iv).

Man setzt ein Integral in der Form an:
§, = -, cos nt + Bysin nt,
§ =, cos nt+ B, sinnt,
g, = d,cosnt-+ Bysinnt

Fiihrt man diese Arnahmen in die Gleichungen (IV) ein
und fordert man, daB sie fiir jeden Wert der Zeit erfiillt
werden, so erhilt man fiir die Konstanten 4, bis B, sechs
Gleichungen, weil die Koeffizienten des cosn¢ und des sinnt
in jeder Gleichung fiir sich verschwinden miissen. Diese sechs
Bestimmungsgleichungen zerfallen in zwei gleiche Gruppen,
deren eine die Konstanten 4, 4,, 4., deren andere die Kon-
stanten B,, B,, B, enthilt. Es geniigt, eine Gruppe anzu-
schreiben.

. 1 fi I8
0= (n-— ————) Ay — ~n-11— cos oy, — o oS 2.y

Fo £l
0= —~—&‘ cos a, Ay + (nz —_ —Q).A, ——)—{:- o8 @,. d, )
i 1 2
():———:’L €0S o, A‘,-—I’-—coso:,z 4, + (z ————f—’—) 4,.
Q

Man erhilt nur dann von Null verschiedene Werte der
Konstanten 4,, 4,, A,, wenn die Schwingungszahl in 2 = Se-
kunden, also n, eine Wurzel der Determinante der Gleichungen
ist. Es besteht also fiir n» die Gleichung

(nz__f_o-)’ —-“7‘1*008@1, _ﬁ_cosao
. Mo m, m,
A=| — L cosa,; (nz——-f‘—); ——Ji’—-cosoc2 =0.
m, By n,

.._..Zo__cos % ;3 ‘-I—I—COS [ (nﬁ——fL) +

My
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Es ist das eine Gleichung dritten Grades in 7?, deren drei
. . 2 2 . .
Wurzeln sicher reell sind?® und nf, n, Ny heilen mogen.

Jeder Wurzel entspricht ein System von Konstanten A4,
4,, 4., By, By, B., das aus den Gleichungen (V) errechnet werden
kann, denn die drei Konstanten B, B,, B. geniigen denselben
Gleichungen.

Es sei v eine unter den drei Schwingungszahlen n,, 7., 7,
des Systems. Es seien ferner

(vﬂ fo ); —-—'f‘ oS &,
b ™ NN
/ / o
— L2 cos a, v L
m 1t
....Acos aD; (\,3___12«)
- .3 )1
1t 2. cos o, ——f‘l—cos o,
m,
———i‘—cos %y — ji-cos a,
m, m,
— A
= Ay
f / 3, 1
v:— ) L2 cos o
e m, )

Es sind dies die Unterdeterminanten der dritten Horizon-
talreihe der Determinante A fiir die Wurzel v genommen.

Man erhiilt aus den ersten beiden der Gleichungen (V)
fiir die der Wurzel v zugeordneten Konstanten

AP AP AP = Ag‘:)l : Afj‘j).lz Agf)g.
Bedeutet R™ eine willkiirliche Konstante, so kann man
AP = RO Agpl ;AP = R(")Ag:).z ;oA = R"‘)Ag“’)3
setzen. In gleicher Weise erhiilt man, wenn S™ eine willkiirlich
zu wihlende Konstante ist,
\; v . (~ . . \ s A, O
B =8 a0 BY =5 a,;  BY =5 A,

Die der Wurzel v zugeordnete Losung von (IV) ist dem-
nach

il

Al {R(“) cosvt+S()smvt}
= A, {R™ cos v+ 8O sinvi) (D
s =033 {R(V) cosvt 4+ SMsinv t}

gH

0

an
-

M
3,
Q)
0

1“

* Dies gilt, obwohl die Determinante nicht symmetrisch ist. Siehe ~Uber
symmetrisierbare Determinanten®, Anzeiger d. Akdd. d. Wiss., 1930.
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Bezeichnet man endlich

BY cosvt+ SMsinv e = ¢®,

wobei ¢ der Normalkoordinate der Schwingung mit der
Schwingungszahl v in der Terminologie der Theorie der kleinen
Schwingungen oszillatorischer Systeme entspricht, so erhilt
man

=006 =40 G =ae".

Wegen der linearen Natur .der Differentialgleichungen
(IV) ergibt sich endlich das allgemeine Integral durch Sum-
mierung der drei partikularen, den drei Schwingungszahlen
zugeordneten Integrale:

g, = A;(;'f’f . :p(nl) + A;(i),ltz . ,\.#(“2) + Ag}? ;(“a)
g =00 @0+ a0 o 4 A gt (V1)

g = A;(;j‘;)s (F{m) + AS::} :p<"“’) + A;(;f*:;:;h‘) .

In den GroBlen ¢ sind sechs Konstante E®™,S®enthalten,
die zu der Erfiillung von sechs Anfangswerten der £-Grofen
und ihrer Ableitungen nach der Zeit dienen.

Die Schwingungszahlen der Normalsehwin-
gungen.

Aus dem Verschwinden der Determinante A errechnet man
die Schwingungszahlen #,, n, 7,., Bei der Anwendung der
Theorie in den Untersuchungen iiber die Bindungskrifte im
Molekiil mit Hilfe des Ramanspektrums liegen die Verhilt-
nisse jedoch so, dafl man die Schwingungszahlen als experi-
mentell bestimmt annimmt und Aussagen iiber die Direktions-
kriafte f,, f1, f. im System und iiber die Winkel =,, 2,, 2, zwischen
den Richtungen dieser Kriafte zu erhalten wiinscht. Man wird
sich daher die Gleichung A = 0 ausrechnen. Es wird

A:ns_ﬁ[_zo*ﬂLf_wl,_]"w[fofl A

to [+ Ity Ho [+ By fea {2 Mo

Dl {’ c08® oty — ——~——f‘i cos? o, — E é‘ cos? az] n: —
my, 'mi m;
f ..__1___ 352 2 2.0
—folifs — —5— €05 &y — ——— €08 &, — —5— cos® &’ -+
Ho Py [ M3 1y my g my ey

2

—— . (08 %y, COS %,. COS %, ¢ == 0.
Mo M M -
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Man erhilt die folgenden drei Gleichungen:

Po y By
hiv o hs o Toh Bl o, Dl o,
Ho M By iy Bz Po my, my
— —I# cos?a, = nAnt 4 nind -+ nini. (VUI)
m3
Iy { 1 cos? o, cos? a, cos? o,
ofsl2 TR T TR T T T
Ho M1 g m; By my By My by

2 cos oy, €Osa,, CO8a, s 2.2
= RiNsng,
My, Ny, Dy

deren rechte Seiten als bekannt anzusehen sind.

Aus der ersten dieser Gleichungen kann man den Satz ent-
nehmen, daf die Summe der Quadrate der drei Schwingungs-
zahlen nur von den Massen und den drei Direktionskriften
und nicht von den Winkeln e, 2,, «,, also nicht von der Kon-
figuration der Massen, abhingt. Wenn man den Bau der
Gleichungen (IV) und den der aus ihnen folgenden Gleichun-
gen (V) ins Auge faBt, so sieht man, da8 dieser Satz auf Sy-
steme allgemeiner Art erweitert werden kann, wenn deren
E-GroBen voneinander unabhingig sind.

Aus der zweiten und dritten der Gleichungen (VIII) ent-
nimmt man, da man aus den Schwingungszahlen, den Massen
und den Direktionskriften die Konfiguration, also die Drei-
eckswinkeln «,, @, %, berechnen kann.

Die Form der Normalsechwingungen.

Man geht zuriick zu den Gleichungen (VI), die eine be-
liebige der drei Normalschwingungen darstellen. Sie enthalten
zwei willkiirlich zu wihlende Konstante, R® und S®, die zur Er-
fiillung von Anfangsbedingungen dienen, Es sei diese Normal-
schwingung etwa in der Form angeregt worden, dafl dem Sy-
stem im Augenblick ¢ =0 eine Verzerrung erteilt wurde, aus
der es ohne Erteilung eines Impulses freigelassen wird. Diese
Verzerrung, die durch die Anfangswerte der &-Gréflen, durch

die Werte E,, §,, §, bestimmt ist, kann jedoch, wie die Glei-
chungen (VI) zeigen, nieht frei gewihlt werden, wenn das
System aus ihr heraus in einer Normalschwingung mit der
Schwingungszahl v sich bewegen soll. Fiir den gewihlten An-
fangszustand ergeben die Gleichungen (VI), daBl die Kon-
stante S =10 ist, entsprechend dem Fehlen eines Impulses fiir
den Moment ¢ = 0 und dafl ferner R™so gewihlt werden muB,
daB
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By =a{. B § =2, RY; 5 = af RO

wird. Man erhilt aus dem gewihlten Anfangszustand nur dann
die Eigenschwingung mit der Schwingungszahl v, wenn die
Verzerrungen der drei Federn die bestimmten Verhiltnisse

LB LE — A LA
o.‘1-'2~A:(sv,)1~A3‘:2-A§:)3

g ot
ol

gnl

besitzen. Dies gilt, wie man unmittelbar sieht, auch fiir allge-
meinere Anregungen dieser Normalschwingung.

Hat man die Anfangswerte dieser Bedingung entsprechend
gewihlt, so sieht man aus den Gleichungen (I), daB die An-
fangswerte der Koordinaten der drei Massen bis auf einen,

etwa den Wert von z,, aus den Verzerrungen bestimmt sind. Die

Anfangswerte der Geschwindigkeitskomponenten hingegen
sind bei der speziellen gewihlten Anregung alle gleich Null
Man hat

Ty= =2y = Yy =4y = Yy =0.

Man erhilt also:
g =40 RM cosvt Ix)

wobei R™ so bestimmt ist, daB sich fiir ¢ = 0 die Anfangswerte
€0 €1 G5 ergeben.

Nun geht man zuriick auf die Differentialgleichungen
(I11), in die man die Gleichungen (IX) einfithrt. Es ergibt sich

. 1 N S
T, = ;71-[; Uozo A:(,,‘:)l — a5, A:(;1)3] B cosvi= K(()'). RY eos v i

1
Ny

T2 =y, [Fy22 ADs — 712 455 BY eosvi=EY R cosvi

[fia A:g:)‘z /e A?fd B cosvt=EK{" RY cosvt

. 1
Yo ="y [fo¥o A8 — 212 8851 BY cosvi= L) RY cos vt

. 1 . : '
V1= Ty 2% Agv,)‘z — oo Arg:1] RV cosvt= L R cos vt

. 1 y y
o = st Ay — 1t S B cos vt = I§) R coso,

Diese Gleichungen kann man unmittelbar integrieren und
erhilt
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K

Xy=— "3 B ogv b+ Cyt + Dy;
v
KM

%= — "5 R(")cos‘/t—-}—clt-i-Dl;
v
EY

Ty = — 3 B oogvit = Cyt+ Dy,

2 Ny 3 2

Ly

Yg= — 32 R(')cos\;t+E()t+F;
o

= ) R(’)COSVt‘f‘EIt’*‘Fl;
1A

Yy =—""5 R™ cosv i+ Kyl + F,.

Die 12 Konstanten in diesen Gleichungen sind jedoch
durch Relationen miteinander verbunden, die durch den Um-
stand bedingt sind, dafl die Anfangswerte der Koordinaten der
gewidhlten Anregung entsprechen miissen.

Zunichst miissen alle Anfangsgeschwindigkeiten ver-
schwinden. Dies bedingt, dafl die Konstanten

C=C=C,=E,=E, =E, =0
sind.
Sodann miissen die Anfangswerte der Koordinaten so ge-

wihlt werden, daB sie den Verzerrungen &, &, & am Anfang
entsprechen. Es mufl also z. B.

(*?1_;0) & + (yx;go) To = Eo
sein, oder es muf die Beziehung

>(} Yy ¢ ] 'R(.') e
— (B —E) e+ (LY —L§ ) 1] =5 + (Dy—Dy) g + (Fy— Fp) 14=5

Y

erfiillt sein. Nun ist aber

(B —ED) .+ (LY — L) 1o=—* . 8§,
wie man durch Umrechnen sieht, wenn man beachtet, da die
Summe der Produkte der Unterdeterminanten der dritten

Horizontalreihe von A mit den Gliedern sowohl der ersten, der
zweiten als aueh der dritten Horizontalreihe verschwindet.

Nachdem
Ag?l RV =§,
ist, ergibt sich die Konstantenbeziehung

1. (D, —Dy) ¢ + (F,— Foy 1, = 0. X)
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In derselben Weise erhidlt man die zwei weiteren Glei-
chungen

2. (Dy— D) +(Fy,—F )1, =0, (X)
3. (Dy— D) e, + (Fy— Fy) v, = 0.

Weiters miissen die Anfangswerte der XKoordinaten den
Schwerpunktsgleichungen (I), 4. und 5. geniigen, so daffl man
zwel weitere Gleichungen erhilt:

4 my Dy +m D, +m, D, =0,

5. my Fo 4 m, F| + m, Fy = 0. Xy

Es bestehen also zwischen den sechs Konstanten fiinf Be-
ziehungen, so daf

D,=d,.D,; D,=d,.Dy; F,=d,.Dy: F,=d, .Dy; Fy=d,.D,
wird, wobei die Faktoren d,, d,, d'y, d';, d'. bestimmte Werte
haben, die sich aus den Gleichungen (X) 1. bis 5. rechnen lassen.

Die betrachtete Normalschwingung besitzt die folgenden
Werte der Koordinaten:

) ()
K Ly” .
Zy=——5- RV cosvt+ Dy Yo = =~ RO cosvt 4+ &y Dy
o -
T =y RWcosvt+ d, Dy; .01:—TR(')COS”t+’l'1Do§
B 2
Iy = — — R cosvi+d, D,; ,Va:_"fz_R(') cosvi+dy Dy,

v

Die Konstante D, bleibt noch unbestimmt, weil, wie be-
reits erwahnt, bei vorgegebenen Werten der Verzerrungen ¢ = 0
noch der Anfangswert 7, beliebig gewihlt werden kann. Um-
gekehrt kann dureh eine Wahl der Konstanten D, der An-
fangswert 7, festgelegt werden. Fiir die Diskussion der Schwin-
gungsform am einfachsten ist natiirlich die Wahl D, = 0.

Man erhidlt sodann
K § 3]

KW M

Ty == y12 R(V) cosv ¢; h=— v; R(') cosv £ (XI)
KM IAY)

Ty == — v?’ RY cosv¢; Yo = ,q; R cosvt.

Diese Gleichungen ergeben die Bewegungen der drei
Massenpunkte des Systems, wenn es in einer Normalschwin-
gung mit der Schwingungszahl v schwingt. Fiir =0 ist das
System in einer verzerrten Lage in Ruhe, fiir die die Verzer-
rungen sich verhalten, wie
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S8 B = a00 1 a0, 1Al
und die Anfangswerte der Koordinaten

K” AL,
T = — Vla RO v=— ;2

RO i=0,1,2

sind.

Den Gleichungen (XI) entnimmt man das Bild der Be-
wegung der Massenpunkte. Nachdem

F AN R A Yy
oy o N= ey e Y2 =y B

1 2
ist, erkennt man, daB jeder Massenpunkt sich auf einer Geraden
durch seine Ruhelage bewegt, deren Neigung zu den Koordi-
natenachsen, also mittelbar auch zu den Seiten des Dreieckes
in der Ruhelage, durch die Verhiltnisse

r{

) —
KW

A%
K NE
K K

oY) —
3 =

bestimmt ist, die von der Schwingungszahl der Normalschwin-
gung abhingen.
Die groften Ausweichungen aus der Ruhelage sind

fiir die Masse m: a2 = {(K<“))‘3 + (L(V))'Z} . (R("))?
i 0% = h 0 T ,

5 . RON2
fir die Masse my :a) = {(Ki"))z + (Lg")f} . __( v_*) ,

. ) ) R(‘l) 2
fiir die Masse my:a} = {(Kg“))z + (Lg,))z} . —(—44_)—

Die Bewegungen der Massenpunkte erfolgen proportional
derselben harmonischen Funktion der Zeit.

Der Fall des Systems von drei Massenpunkten in allge-
meiner gegenseitiger Lage diente bisher nur als Unterlage zur
Darstellung der Methode der Rechnung. Er ist aber auch an
sich als Molekiilmodell verwendbar. Die in der Literatur be-
handelten Fille der symmetrischen Anordnung, des gewinkel-
ten und des gestreckten Systems dreier Massenpunkte sind
in ihm als Spezialfille enthalten. Zu dem ersten gelangt man,
indem man die Symmetrie in den Direktionskriften und in
der Konfiguration einfiihrt, zu dem zweiten, indem man f, =0
wihlt, und zu dem dritten, indem man

fa=0, o, =% @=a=>0

setzt.



