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Studien zum Ramaneffekt 

VIII. Berechnung einfacher Molekiilmodelle 
y o n  

M i c h a e l  R a d a k o v i d  

(Mit 1 Textfigur) 

( V o r g e l e g t  in t i e r  S i t z u ~ g  a m  2. Mai  1930} 

In dem letzten Jahre  hat  K. W. F. K o h l r a u s c h  in 
einer Reihe gemeinsam mit  A. D a d i e u  ausgefiihrten Ar- 
beiten 1 gezeigt, da8 aus dem Ramanspekt rum einer Substanz 
weitgehende Schliisse auf die GrSge und die gegenseitige Orien- 
t ierung der Bindungskr~fte  im 2vIolekiil sich ziehen lassen. Bei 
diesen Untersuchungen und bei den Arbeiten anderer Forscher,  
die ~hnliche Ziele durch die Verwendung der Bandenspektren 
und der ul traroten Spektren einfacher Molektiltypen erstreben, 
wird mit  grogem Erfolg ein iiberraschend einfaches mecha- 
nisches Modell 2iir das 2dolekfil angenommen. Es besteht aus 
Massenpunkten, die die Atome oder die Atomgruppen des 
~[olekiils reprasentieren und die untereinander  durch Feder- 
kr~fte verbunden sind. Indem man die errechneten Normal- 
schwingungen des mechanischen Systems in Parallele stell t  
zu den beobachteten Spektrallinien, etwa denen des Raman-  
spektrums, kann man Schliisse auf  die Bindungskri if te  im 
Molekiil ziehen. Bisher sind nur  wenige Systeme dieser Ar t  
und auch diese nur  unter  der Annahme besonderer Sym- 
metrieverh~ltnisse in der Anordnung der Massenpunkte be- 
rechnet worden. Es dfirfte daher  die Angabe einer e infachea 
Methode nfitzlich sein, die die Normalschwingungen von Punkt -  
systemen der angegebenen Ar t  bei allgemeiner Annahme der 
Zahl und der Konfigurat ion der Massenpunkte zu berechnen 
gestattet. 

Es ist jedoch nicht notwendig, die Methode der Berech- 
nung fiir den allgemeinsten Fal l  yon riiumlich angeordneten 
Massenpunkten zu entwickelm Es genfigt, sie an dem einfachen 
Fal l  yon drei Massenpunkten zu zeigen. 

Wenn man hiebei auf  Vereinfachungen verzichtet, die 
aus der speziellen Natur  dieses Falles entspringen, t reten die 
wesentlichsten Ztige der 2V~ethode trotz der Beschriinkung auf  
einen der einfachsten F~lle deutlich genug hervor, so dab ihre  
l~bertragung auf  allgemeinere Systeme keine weiteren Schwie- 
r igkeiten mehr besitzt. 

K.  W. F,  K o h l r a u s c h  u n d  A .  D a d i e u ,  S t u d i e n  z u m  R a m a a e f f e k t ,  
I b i s  V I I ,  S i tzb .  A k .  Wiss ,  W i e n  ( I I a ) ,  Bd .  138. 
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D a s  s c h w i n g e n d e  S y s t e m .  

Es  seien too, m ,  too_ die dre i  Massen des Sys tems .  Die  
P u n k t e  So, S ,  $2 seien ih re  Ruhe lagen .  Die S te l Iung  der  Se i t en  
des Dre iecks  gegen ein bel iebig  in der Ebene  a n g e n o m m e n e s  

S i  

8o 

$2 

Fig.  1. 

r e ch tw ink e l i ge s  K o o r d i n a t e n s y s t e m  sei u n t e r  der  A n n a h m e  
der in der  Fig.  i e ingeze ichne ten  pos i t iven  l~ ich tungen  

~ r  die Seite SoS~  = s o dnrch  cos (s ox)  = %; cos (s oy) = %, 

. . . . . .  8185 = s, .. cos (s, x) = ~.~ ; cos (sly) = ~. 

. . . .  ~'~8o = so. cos (s. z) = ~ ; cos (s, y) = ~ 

gegeben.  Die W i n k e l  des Dre ieekes  s ind d a n n  d u r c h  die 
G l e i c h u n g e n  

% ~ % %  : - - c o s  % (A) 

bes t immt .  I n  der Ruhe l age  s ind die ~¢fassen d u t c h  u n g e s p a n n t e  
Fed e rn  v e rbu nden .  

Ve r sch i eb t  m a n  die Massen in die P u n k t e  Po, P1, P=, so 
t r e t e n  zwischen ihnen  K r ~ f t e  auf,  die den Ve r l~nge runge r t  der  
Sei ten p r o p o r t i o n a l  sind, in die R i c h t u n g  der V e r b i n d u n g s -  
geraden  en t fa l l en  und  die V e r z e r r u n g e n  der Se i ten  r t ickg~ingig 
zu m a c h e n  suchen.  Die Direkt ionskr~if te  der F e d e r n  se i en  fo, 
/1, f2 in den V e r b i n d u n g e n  der  P u n k t e p a a r e  (too ml), (rn~, m2), 
(m_~ too). 
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D i e  K o o r d i n a t e n  d e s  S y s t e m s .  

Die r e c h t w i n k l i g e n  K o o r d i n a t e n  der  R u h e l a g e n  se ien  

ftir S o . . . ( a  obo), fiir S t . . . ( a , b ~ ) ,  fiir G - . . ( a z b ~ )  

un d  ffir die ve r schobenen  L a g e n  

flir Po . . .  (ao + Xo, bo -4- Yo), far P ,  . . .  (a~ + x ,  b~ + y~), 
ftir P ,  . . .  (a~ + x v b~ + y~). 

Die sechs GrS$en Xo bis y~ bes t immen  die R i c h t u n g  u n d  
Gr5Be der  V e r s c h i e b u n g  der  Massen aus ih ren  R u h e l a g e n  u n d  
werden  als k le ine  GrSBen e r s te r  Ordnung  angenommen .  

Die E n t f e r n u n g  der L a g e n  P,, und  P1 wird  dann  

r~ : ( a  l - a o + x 1 -  xo )  ~ + (b t - b  o + y t - y o )  2- 

U n t e r  Be r i i eks i eh t igung  der Annahme ,  dab die Ver sch ie -  
b u n g e n  aus der  R u h e l a g e  kle ine  GrSBen s ind und  u n t e r  E in -  
f i i h ru ng  der R i e h t u n g s k o s i n u s  der  Sei te  so 

t~ 1 - -  t ?  0 

So 
b~ - -  b o 

8 o 

erh~l t  m a n  

ro = So + [(x,  - -  Xo) ~o + (Y~ - -  Yo) ~ol. 

In  ganz gle ieher  Weise  lassen sieh die E n t f e r n u n g e n  r~ 
und  r~ e rmi t t e ln .  U n t e r  E i n f i i h r u n g  der A b k i i r z u n g e n  

1 °  

O --°  

3. 

erh~ilt m an  

Go = (x ,  - -  xo) *o + (Y, - -  Vo) ~o 

~ = (Xo - -  x~) ~ + (yo -- y~) ~, 
([) 

ro = so + ~o 

r 2 = s~ + G. 
(ii) 

N a c h d e m  das b e t r a c h t e t e  Sys t em n u r  i nne ren  Kr~i f ten  
un te r l i eg t ,  vo l l f i ih r t  sein S c h w e r p u n k t  eine Gal i le ische Be- 
wegung .  Von In te resse  s ind  jedoch n u r  die S c h w i n g u n g e n  im 
Sys tem,  n ich t  seine B e w e g u n g  in der  Ebene.  Es  geni igt  dahe r ,  
wenn  m a n  die B e d i n g u n g  e inf i ihr t ,  dab  der S c h w e r p u n k t  des 
Sys t ems  ruh t .  Diese A n n a h m e  bedingt ,  dab die K o o r d i n a t e n  
der  Ve r sch i ebungen  der  dre i  Massen die Re la t ionen  

~. moxo + m t x  t-4- m 2x. z ~---0 
5. moy o + m~y~ + m~& = 0 (I) 

erf f i l len mfissen. 
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Die eingefiihrten GrSBen ~0, ~1, ~-,. haben eine einfache Be- 
deutung. Es sind (xl--Xo) und (Yl--Yo) die Projekt ionen der 
Verl~ngerung der Seite so, also die Projekt ionen der St recke  
(ro--So) auf die Achsen des Koordinatensystems und man sieht 
daher, dab ~-o die Pro jek t ion  der Verl~ingerung der E n t f e r n u n g  
der Massen mo und rn~ auf  die Richtung ihrer E n t f e r n u n g  in 
der Ruhelage,  also auf  so ist. Ganz analoge Bedeutungen haben  
~1 und ~,. 

Man kann ~-o, ~1, ~o als generelle Koordinaten w~hlen, doch 
muB man noch eine vierte Koordinate einfiihren, denn das 
System yon drei Punk ten  in der Ebene, deren Schwerpunk t  
festliegt, ist vom vier ten Grade der Freiheit.  Als solche vier te  
Koordinate  kSnnte z. B. die x-Koordinate der Masse ~no dienen, 
etwa 

a0 + z0 = r~. (I') 

Die fiinf Gleichungen (I) und die Zusatzgleiehung (1') 
wtirden sodann den ~be rgang  yon den reehtwinkligen zu den 
generellen Koordinaten vermitteln,  u. zw. wtirden sich die 
ersteren als lineare Funkt ionen der letzteren ergeben. Es emp- 
fiehlt sieh aber nicht, die ~dberftihrung des Problems in gene- 
relle I~oordinaten in diesem und in anderen FRllen wirkl ich  
durchzufiihren, da man auch ohne diese unter  Umst~inden 
recht langwierigen Reehnungen leieht zum Ziele gelangt. 

Die GrSBen ~o, ~-,, ~-~- dienen zur einfaehen En twick lung  
der Normalschwingungen des Systems. Sie lassen sich, wie un- 
mi t te lbar  ersiehtlich ist, auch bet beliebiger Anzahl  der Massen- 
punkte  und bet beliebig vorgegebener  Konfigttration des Sys tems  
ftir jede Verbindungsgerade zweier Punk te  leieht angeben. Ffir  
ihre Verwendung im allgemeinen Tall ist es aber notwendig,  
die folgenden Bemerkungen zu beachten. F,s kann in e inem 
Sys tem vorkommen, dab mvei seiner Massen keinerlei Kr~ifte 
aufeinander  ausiiben, so dab sie ohne Arbei ts leis tung vonein-  
ander entfernt  werden kSnnen. Es ist iiberfltissig, fiir eine Ver-  
b indungsgerade solcher Massenpunkte eine ~-GrSBe einzufiih- 
ren. Sie wiirde ohnehin bet der Bereehnung der Sehwingun-  
gen keine Rolle spielen. Man fiihrt also nu t  fiir jene Ver-  
bindungen zweier Punk te  des Systems die entsprechenden 
~-GrSBen ein, in denen Kr~f te  wirken. In dem behandel ten  
Beispiel sind die drei GrSBen ~o,~ und ~ voneinander unab-  
h~ngig. Das mu]3 nieht immer sein. So besteht zwisehen den 
seehs Seiten, die vier Punk te  in der Ebene verbinden, aus geo- 
metr isehen Grtinden eine Relation, der eine lineare Beziehung 
zwischen ~-o...~-~ entsprieht. Betrachte t  man, um die ]~£Sglich- 
keit soleher Relat~onen yon einer anderen Seite her zu zeigen, 
das Sys tem yon sieben Massenpunkten im Raume,  yon denen 
jeder mit jedem dureh eine Federkraf t  verbunden ist, so hat  m a n  
21 GrSBen ~o...~.o. Sie sind lineare Funkt ionen der Koord ina ten  
xo bis z._.o. Will  man nun fordern, dab der Sehwerpunkt  des 
Sys tems ruht, so erhielte man 21 ~ 3, also 24 Gleiehungen I fib" 
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die 21 Ko ord ina t en .  Es  miissen also zwisehen den GrSgen Co..-~_o 
l inea re  Re l a t i onen  bestehen.  

Man  k a n n  also bei e inem S y s t e m  yon n M a s s e n p u n k t e n  

n ( n - 1 )  GrSgen ~. e inf i ihren.  Von  diesen s ind aber  n u r  j ene  

ver~vendbar fiir die vo r l i egende  A u f g a b e  der B e r e c h n u n g  der  
N o r m a l s c h w i n g u n g e n  des Systems,  die den jen igen  V e r b i n d u n -  
gen zweier  S y s t e m p u n k t e  en t sprechen ,  in denen F e d e r k r ~ f t e  
w i r k s a m  sind. F i i r  diese A n z a h l  stell t  m a n  das e r w e i t e r t e  
S y s t e m  der G le i chungen  (I) au f  und  beachtet ,  ob alle diese 
no twend igen  ~-GrSgen v o n e i n a n d e r  una b h ~n g i g  s ind oder  0b 
z~vischen ihnen  l ineare  Re l a t i onen  bestehen.  

D a s  P o t e n t i a l  d e s  S y s t e m s .  

Denk t  m a n  sich das S y s t e m  aus  einer  Lage  in e ine be- 
n a c h b a r t e  Lage  verschoben ,  so erforder~ dies die L e i s t u n g  
e iner  Arbei t ,  de ren  B e t r a g  die Zunahme  des Po ten t i a l s  V des 
Sy s t em s  ergibt .  

~ ian  erh~ilt somit  

d V = fo (to - -  so) d, 'o @ f~ (r~ - -  s~) .  d r~ + t :  0"... - -  s.,) d r , .  

Mit Hi l fe  der G le i ehungen  (II)  kann  m a n  in diesem Aus-  
d ru ck  die GrSgen ~o, ~,  ~-~- e in f i ih ren  nnd  erh~ilt 

D a m i t . i s t  das P o t e n t i a l  des Sys tems  best immt.  
Es  wi rd  

V =  -~- fo ~,~ + -~f~ ~,~ + -} f, ~. 

Dieselbe l~ber legung l i e fe r t  aueh  das P o t e n t i a l  yon  kom- 
p l i z i e r t e r  gebau ten  Sys temen .  

D i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  d e s  S y s t e m s .  

Es  ist  nun  leicht,  die sechs D i f f e r en t i a lg l e i chungen  des 
Sy s t em s  zu entwickeln .  Man  erhRlt  sie u n t e r  Ben i i t zung  der  
Def in i t ionsg le ichungen  (I) 1. bis 3. 

• . ~ V ° : f~ . . . .  "'o ~Jo = ~ V m o xo = - -  ~ xo = fo -o *° ~ ~"" ~ Vo 

.. ~V 
- = " = f~ "f, ~=, -- fo T~ ~o 

m., ,~o ~ V 3 V 
- " - -  ~ x :  - t:. ",., i~ - -  f ,  5 ,  % ; m. ,  ~j.., - ~ y.. - f-, 7-. % - -  f ,  7 ,  % 

(m) 

In  derse lben Weise  erh~ilt m a n  die D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  
i i i r  al le  jene  Sys teme,  de ren  ~-Gr5gen v o n e i n a n d e r  u n a b h ~ n g i g  
sind. In  jenen FRllen h ingegen ,  in denen zwischen den ~-GrSgen 
l inea re  Re la t ionen  bestehen,  we rdeu  die r ech t en  Se i ten  dec 
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Differentialgleichungen einen etwas anderen Ban haben. An- 
genommen, es hiitte das System ~ GrSBen { gemRB seiner dyna-  
mischen Bestimmtheit .  Zwischen ihnen bestiinde e i n e l ineare 
Relation. Es wfirde dann immer noch das Potent ia l  die Form 

Q--I  

V= 2 ½ k {  ? 
i=.O 

haben, doch wiirde eine beliebig gewiihlte ~.-GrSBe, etwa {0, 
sich durch die anderen linear, also in der Form 

0 - - !  

i = 1  

ausdriicken lassen. Indem man dies in das Potent ial  einfi ihrt ,  
sieht man, dab bei der Bildung der partiellen Ablei tung nach  
einer Koordinate  auch die Koeffizienten ci dieser Relat ion in 
den rechten Seiten der Differentialgleichungen auftreten.  Natfir-  
lich bleibt abet  erhalten, dab die Differentialgleichungen l inear  
in den GrSBen { sind und damit  bleiben die folgenden Ober- 
legungen auch in diesem Falle anwendbar. 

D i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  d e r  N o r m a l -  
s c h w i n g u n g e n  d e s  S y s t e m s .  

Es ist nun leieht, aus den Gleiehungen (HI) die Dif- 
ferent ialgleichungen der ~.-GrSBen abzuleiten. Um dies f{ir 
eine, etwa die GrSBe ~o, zu zeigen, geht man auf  deren Defini- 
t ionsgleichung (I) 1. zurfick und entnimmt ihr, dab 

ist. Man erhiilt daher aus (III):  

~o = - -  ~ + ,no 1" o {o + rn, ' n { ,  + --too ~" % {= - -  

fo fo\ ~ fi - + fi . , , , .  
- -  ~ + - - I . " r S ~ o + - - V ,  Z o = x , , , , . o !  m, ~ ,2 ,o=,"  

Man fi ihrt  mit t t i l fe  von (A) die Dreieekswinkel ein u n d  
setzt in dieser und in den beiden anderen Gleichungen, die ~; 
und ~. bestimmen, 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 - - +  - - = - - ;  - - +  - -  ; - - +  - -  
'~no mx ~o m:t n~ 2 ~t I m~ '~o 



S t u d i e a  z u m  R a m a n e f f e k t  V I I I  453 

~Ian erh~ilt d e r a r t  das Gle ichungssys tem 

~ o = -  t° .~o- t; cos~l.~,-  f' ~o~.~,  
~t o I ~  1 m o 

~"- = - t ;  c°~ ~ ° ~ ° -  t; c°s ~ " ~ 1 -  ~ .  ~ ° , , , o  ,,,, - 

Die D i f f e r en t i a lg l e i chungen  (IV) fiir die GrSBen ~o, ~,  ~-~. 
haben  die Gesta l t  der  D i f f e ren t i a lg l e i chungen  der N o r m a l -  
s c h w i n g u n g e n  eines Sys t ems  yon  drei  F r e i h e i t sg r a d e n .  I h r e  
I n t e g r a t i o n  e r fo lg t  dahe r  nach  b e k a n n t e n  Methoden.  

D i e  I n t e g r a t i o n  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  
(IV). 

Man  setzt  ein I n t e g r a l  in der F o r m  an:  
~ = A o cos nt + B osinnt, 
~t = A~ cos nt + B~ sin nt, 
~s = A, cos n t +  B~ sin nt. 

F i i h r t  m a n  diese A n n a h m e n  in d i e  Gle ichungen  ( IV)  ein 
und  f o r d e r t  man,  da$ sie fiir  jeden  W e r t  der  Zeit  e r f i i l l t  
werden,  so erh~ilt m a n  f i i r  die K o n s t a n t e n  Ao bis B2 seehs  
Gle ichungen ,  weil  die Koef f iz ien ten  des cos n t u n d  des sin n t 
in j ede r  Gle ichung  fi ir  sich ve r s chwinde n  miissen. Diese sechs  
B e s t i m m u n g s g l e i c h u n g e n  ze r fa l l en  in zwei gleiche G r u p p e n ,  
deren  eine die K o n s t a n t e n  Ao, A1, A.,, de ren  andere  die K o n -  
s t an t en  Bo, B1, B2 enth~l t .  Es  geniigt,  eine Gruppe  anzu-  
schreiben.  

m 1 )11 o 

0 = - -  fom~ cos~lAo+ n ' ~ - - ~  m, " 

o = - 1 " o  ~o~ So . - t o -  ~ ~os ~, .A,  + , ~ -  
I)1'0 )1~1 " 

~ian  erh~l t  n u r  dann  yon  Nul l  ve r sch iedene  ~Verte der  
K o n s t a n t e n  Ao, A1, .4.., wenn  die Schwi n g u n g sz a h l  in 2 ~ Se- 
kunden ,  also n, eine W u r z e l  der D e t e r m i n a n t e  der  G l e i c h u n g e n  
ist. E s  bes teh t  also fi ir  n die Gle iehung  

A -- 

/ cos a~ ; fo \ t; 

- - / °  cos ~o; _ r ,  cos ,~ ; 
m o /n~, 

- -  - -  COS ~ o  
) ~ o  

f- 
- -  - -  C 0 S  ~2  ~ 0 .  
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Es  ist  das eine Gle i ehuag  d r i t t e n  Grades  in n", d e r e a  d re i  
W u r z e l n  s icher  ree l l  s ind 2 und  n~, n:, n: heiBea mSgea.  

J e d e r  W u r z e l  en t sp r i ch t  e ia  S y s t e m  yon  K o n s t a ~ t e n  Ao, 
A1, A .  Bo, B1, B., das aus  den G le i chungen  (V) e r r e c h a e t  w e r d e a  
kann,  dena  die drei  I(onstanter~ Bo, B .  B: geni igea  dense lben  
Gle ichungen .  

Es  sei v eine u n t e r  dea  dre i  S c h w i n g u n g s z a h l e a  n .  n~, n3 
des Sys tems .  Es  seien ferr ier  

f° COSC~t: (v'-'-- f' ) 

DI 0 

--J-!-~ c o s e c . :  - -J2%eos% 
DI. I 971,1 

_ _  f__Lcos:q; --  f-~ cos% 
IRt ?~0 

~('~) . 
~-  3 , 3 "  

A( ' )  3, l '  

Es  sind dies die U n t e r d e t e r m 4 n a n t e a  der d r i t t e a  t t o r i z o n -  
t a l r e i he  der D e t e r m i n a n t e  A ffir die W u r z e l  v genommen.  

Man  erhii l t  aus  den e r s t ea  be iden  der G l e i c h u a g e n  (V) 
fi ir  die der W u r z e l  v zugeo rdne t en  KonstanteI1 

A('~) . A(,~) 

Bed eu t e t  R(")eine wil lk i i r l iche  Kons t an t e ,  so k a n n  m a n  

.41/)" = R("). A(£:) ~ ; A(~ ~) = ~o'(~)~(")~, ~ ; -~")_ = R(")A¢~)~, 3 

setzem In  gle icher  Weise  erh~i t  man,  w e n a  S ~} eine wi l tk i i r l i ch  
zu w~ihlende K o n s t a n t e  ist, 

B(o ~} = S(',) A(',) . u(") S(~) A(~) • B(~ "} -- S (') 5("} 3, 1"  ~ 1  = 8, 2 '  _ 8 , 3 "  

Die der Wurze l  v zugeordne te  LSsung yon  (IV) ist  dem-  
nach  

~ = A(/,)~ {n (~) co~ t + s(") ~i.~ t} {~)  

~:, = ~(/,)~ {R( ~ ) cos,, t + s(~) s i , ,  t} 

D i e s  g i l t ,  o b w o h l  d i e  D e t e r m i n a n t e  n i c h t  s y m m e t r i s c h  i s t .  S i e h e  , , L l b e r  
s y m m e t r i s i e r b a r e  D e t e r m i n a n t e a " ,  A n z e i g e r  d .  A k r i d .  d .  W i s s . ,  1930. 
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Beze ichne t  m a n  endl ich  

R (~) cos v t + S (') sin ~ t = ¢¢("), 

wobei  ~ (~ )de r  N o r m a l k o o r d i n a t e  der  S c h w i n g u n g  m i t  der  
S c h w i n g u n g s z a h l  v in  der  T e r m i n o l o g i e  der Theo r i e  der  k l e inen  
S c h w i n g u n g e n  osz i l t a to r i sche r  S y s t e m e  en t spr ich t ,  so erh~ilt 
m a n  

~ 0 - -  ~3, l ' ' v  * 3 ,  2 . 3 ,  3 " 

\Vegen der ]iuearen Natur .der Differentialgleichungen 
(IV) ergibt sieh endlich das allgemeine Integral durch Sum- 
mierung der drei partikularen, den drei Schwingungszahlen 
zugeordneten Integrale: 

~l ~-- ~3)A()al)2 ~i'3,er()it)2 "~- ~3,A0'2)2 ~(n2) _~ /~()~t)3, 2 ..(,d~),~ 

.-- :~,~ + ~'j~ ~ °(''~)+ ~, 3* • 

(vii) 

i n  den GrSl~en ~(~) s ind sechs K o n s t a n t e  R("), S(")enthal ten ,  
die zu der  E r f f i l l u n g  von  sechs  A n f a n g s w e r t e n  der  ~-GrSl]en 
und  i h r e r  A b l e i t u n g e n  nach  der  Zei t  dienen. 

D i e  S c h w i n g u n g s z a h l e n  d e r  N o r m a l s c h w i n -  
g u n g e n .  

A u s  dem V e r s c h w i n d e n  der  D e t e r m i n a n t e  h e r r e c h n e t  m a n  
die S c h w i n g u n g s z a h l e n  nl, m., n3. Bei  der A n w e n d u n g  der" 
T h e o r i e  in den U n t e r s u c h u n g e n  fiber die B i n d u n g s k r ~ f t e  i m  
Moleki i l  m i t  H i l f e  des R a m a n s p e k t r u m s  l iegen die V e r h ~ l t -  
n isse  j edoch  so, dal] m a n  die S c h w i n g u n g s z a h t e n  als expe r i -  
men t e l l  b e s t i m m t  a n n i m m t  und  A u s s a g e n  fiber die D i r e k t i o n s -  
k r ~ f t e  fo, f ,  f~ im  S y s t e m  und  fiber die W i n k e l  ~o, ~,, a~. zwi schen  
den R i c h t u n g e n  dieser  K r a f t e  zu e r h a l t e n  wiinscht .  Man  w i r d  
s ich d a h e r  die G l e i c h u n g  A - - 0  aus rechnen .  Es  wi rd  

,0+ 
~o l-h 

--fot,  f~ { 1 1 
t~o ~t ~t2 m 2 t~o 

fof~ + Lf, + f~fo _ 

I i 
COS~ ~" - -  .) C0S2 ~t ~o 

" ,m~ ~2 - -  o cos" + 
mS ~t 

° 1 ~ -  COS ~o, COS ~., COS N,, ~--- 0. 
H~ O )it i Dt 2 
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Man erhtilt die folgenden drei Gleichungen: 

f__2_o ÷ f__£~ + t~ __nZt+ n~.4_n~. 
~o ~h ~2 

tot, 
~'o ~ ~'~ ~ ~ ~'o m 2 m~ 

t.~t~ ~ n.~ + n~ n~ + ' ~ (VII/) ,~ C0S ~ ~ --- n 2  n 3 .  

f2 ~ 1 cos ~ ~, cos ~ % cos "~ % 
to/, ¢~ ¢> 9 ÷ t ~o th ~ m.~ I~o m 5 

-~ L ~ c O s % ,  C 0 S ~ t ,  C 0 S ~  I I 2 l 
" ' "-" ~?'1 n2  ~'3, 

'~]~0, '~nl, ])[1 

deren rechte  Seiten als bekannt  anzusehen sind. 

Aus der ersten dieser Gleichungen kann man den Satz ent- 
nehmen, dab die Summe der Quadrate  der drei Schwingungs-  
zahlen nur  yon den Massen und den drei Direkt ionskr t t f ten  
und nicht  yon den Winkeln  %, ~ ,  ~ ,  also nicht  yon der Kon-  
f igurat ion der Massen, abh~ngt.  Wenn man den Bau der 
Gleichungen (IV) und den der aus ihnen folgenden Gleichun- 
gen (V) ins Auge faBt, so sieht man, dab dieser Satz auf  Sy- 
sterne al lgemeiner Ar t  erwei ter t  werden kann, wenn deren  
~-GrSBen voneinander  unabhtingig sind. 

Aus der zweiten und dr i t ten  der Gleichungen (VIII)  ent- 
n immt  man, dab man aus den Schwingungszahlen,  den Massen 
und den Direkt ionskrt t f ten die Konfigurat ion,  also die Drei-  
eckswinkeln ~o, ~q, ~., berechnea kann. 

D i e  F o r m  d e r  N o r m a l s c h w i n g u n g e n .  

Man geht zuriick zu den Gleichungen (VI), die eine be- 
liebige der drei  hTormalschwingungen darstellen. Sie en tha l t en  
zwei willkiirlich zu wtihlende Konstante ,  R (~) und S (~) , die zu r  Er-  
fi i l lung yon Anfangsbedingungen  dienen. Es sei diese Normal-  
schwingung etwa in der F o rm angeregt  worden, dab dem Sy- 
stem im Augenblick t = 0 eine Verzer rung  erteil t  wurde, aus 
der es ohne Er te i lung  eines Impulses freigelassen wird. Diese 
Verzer rung,  die durch die Anfangswer te  der ~-GrSften, du rch  

die Wer te  ~o, ~1, ~. best immt ist, kann  jedoch, wie die Glei- 
chungen (VI) zeigen, nieht  frei  gew~hlt werden, wenn das 
Sys tem aus ihr  heraus in ~iner Normalschwingung mi t  der 
Schwingungszahl  v sich bewegen soi l  ~'iir den gewahlten An- 
fangszus tand ergeben die Gleichungen (VI), dab die Kon-  
s tante  S(~) = 0 ist, entsprechend dem Fehlen eines Impulses  ftir  
den Moment t = 0 und dab ferner  R (~) so gew~hlt werden rnutl, 
dal~ 
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= 4 ('~) R (') -~0 - -  h (3:)1 " R(~) ; ~I "~- "3,'t (")2 R(v)', ~'~ = 3, 3 

wird .  ~ f a n  erh~ilt a u s  d e m  gew~ihl ten A n f a n g s z u s t a n d  n u r  d a n n  
die  E i g e n s e h w i n g u n g  m i t  de r  S e h w i n g u n g s z a h l  ~, w e n n  die  
V e r z e r r u n g e n  de r  d re i  F e d e r n  die b e s t i m m t e n  V e r h a l t n i s s e  

bes i t zen .  Dies  gi l t ,  wie  m a a  u n m i t t e l b a r  sieht ,  a u c h  ffir  a l l g e -  
m e i n e r e  A n r e g u n g e a  d iese r  N o r m a l s c h w i n g u n g .  

H a t  m a n  die  A n f a n g s w e r t e  d ieser  B e d i n g u n g  e n t s p r e e h e n d  
gew~ihlt,  so s i eh t  m a n  a us  den  G l e i c h u n g e n  (I), dal~ d ie  A n -  
f a n g s w e r t e  de r  K o o r d i n a t e n  der  dre i  Massen  bis  a u f  e inen ,  
e t w a  d e a  W e r t  y o n  ~0, aus  den  V e r z e r r u n g e n  b e s t i m m t  s ind.  Die  
A n f a n g s w e r t e  de r  G e s c h w i n d i g k e i t s k o m p o n e n t e n  h i n g e g e n  
s i n d  be i  der  spez ie l l en  gew~ihl ten A n r e g u n g  al le  g l e i ch  Nul l .  
M a n  h a t  

~o=~=~2=$o=~=~2=o. 

~J[an erh~ilt a l so :  

~0 -- 4(3~)1 • R(~) • cos ~ t 

~ = 4(3]) 2 R (~) eos~ t ( IX)  

~2-- 4(3~)3 R(")  cosy t 

wobe i  R(")so b e s t i m m t  ist, d a b  s ich  Ifir  t = 0 die  A n f a n g s w e r t e  

~0, ~ ~, 12 e r g e b e n .  
N u n  g e h t  m a n  z u r i i c k  a u f  die D i f f e r e a t i a l g l e i c h u n g e n  

( I I I ) ,  in  die  m a n  die G l e i c h u n g e n  ( I X )  e in f f ih r t .  E s  e r g i b t  s i c h  

.. 1 40) f~:, 4('01 R(') R (') X0 ~-~ m[---~[f0$0 3 , 1 - - 2 - .  3,3] c°svt----K/) ')" c o s v t  

1 r~ ~ 40) --~ , A(~)tR(') K~') R(") xL = ~ t l  1 3,2 ~o-o 3 , 1 J  c o s v t =  c o s ~ t  

.. 1 [f2~4(,, ) ~ • 4(~)~R (') K~") R/") t X9 : m - - ~  3 , 3 - - t l  1 3 , 2 - 1  C O S Y / :  COS'~ 

• . 1 Lo (~) ~(~) v t __~ h0) ~ 4( ~)IR(~) Y0 ~00 [f0"~0 3 , 1 - - / 2 1 2  3,31 C O S t * t =  COS 

-. 1 
~ = ~ [/~T~ ~(~) ~ ~ 4(") ~ R (~) t = L~") R(") 3 , 2 - - t 0 1 0  3,1-1 COS v COS v t 

~2 = 1 [t2~2 4(") f ~ ~(~) ~ R (~) t L,(, ~) R(") ~--~ 3 , 3 - -  I I I  3,2J COS v ~ . COS~ t. 

Diese  G l e i e h u n g e a  k a n n  m a n  u n m i t t e l b a r  i n t e g r i e r e n  u n d  
e r h a l t  
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_~(o',) 
X o  - -  - -  ,~2 

~l : -- V2 

X 2  - -  - -  ,~2 

UO-=---- ~2 

L[ '~) 

/]2 - -  - -  92 

• R ('0 cos v t + C O t + Do; 

R ('0 cos v t + C t t + DI; 

R (') cos v t + C 2 t + D 2 ; 

R (') c o s v t + E o t  + Fo; 

R ( ' } c o s ~ t + E  i t  + F 1; 

R ( ' )  C 0 S v t + E  2 t  + F  2. 

Die 12 K o n s t a n t e n  in diesen Gle ichungen  s ind j edoch  
du rch  Re la t i onen  m i t e i n a n d e r  ve rbunden ,  die d u rc h  den Urn- 
s t and  bed ing t  sind, dab die A n f a n g s w e r t e  der K o o r d i n a t e n  der  
gew&hlten A n r e g u n g  en t sp rechen  mfissen. 

Zun~ichst m(issen al le  A n f a n g s g e s c h w i n d i g k e i t e n  ver-  
schwinden.  Dies bedingt ,  dab die K o n s t a n t e n  

Co=C,=C2=Eo=E,=E;=O 
sind. 

So dan n  mfissen die Anfangsw.er te  der  K o o r d i n a t e n  so ge- 

wiihlt  werden,  dab sie den V e r z e r r u n g e n  ~o, ~,, ~ am A n f a n g  
en t sprechen .  Es  muB also z. B .  

(xl--xo) ~o + (Yl--Yo) ~o =~o 

sein, oder  es mull  die Bez i ehung  

R(.,) 
__ [(K~'0__ K(')) %+ (L~ ') --L(o'0) 7o] ~ + (D1--D o) % + (F1--F0)T0=~o 

v 

erff i l l t  sein. N u n  ist aber  

• (T.('~) - -  L( '~) ) "~'o = - -  V 2 A( '~ ) ( K { ' ) - -  W )) 'o + , ~  o • a, ~, 

wie m a n  du reh  U m r e c h n e n  sieht,  wenn  m a n  beachte t ,  d a b  (tie 
S u m m e  der P r o d u k t e  der  U n t e r d e t e r m i n a n t e n  der  d r i t t e n  
H o r i z o n t a l r e i h e  yon  A mi t  den Gl iedern  sowohl der e r s ten ,  der  
zwei ten  als auch  der d r i t t en  t t o r i z o n t a l r e i h e  v e r s c h w i n d e t .  

N a c h d e m  

h(~) R('0 3, 1 "-- ~0 

ist, e rg ib t  sich die K o n s t a n t e n b e z i e h u n g  

1. ( 9 1 - 9 0 )  ~o + (F , - -Foy  ~o = 0. (x)  
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I n  d e r s e l b e n  W e i s e  erh~tlt m a n  die  zwei  w e i t e r e n  Gle i -  
c h u n g e n  

~. (D~ - -  2),) ~, + (~'~ - - F , )  ~1 = 0, 
3. (Do - -  D~) ~, + (Fo - -  ~2) ~ = o. (x) 

W e i t e r s  m i i s s e n  die A n f a n g s w e r t e  der  K o o r d i n a t e n  d e n  
S c h w e r p u n k t s g l e i c h u n g e n  (I),  4. u n d  5. geni igen ,  so d a b  m a n  
zwei  w e i t e r e  G l e i c h u n g e n  erh~ilt:  

4.  m o D  O + m ~ D  z + . m ~ D  2 = 0,  

5. m oF  o + m  t F  t + m ~ J ~ - 0 .  (,X) 

ES b e s t e h e n  a lso  z w i s e h e n  den  seehs K o n s t a n t e n  f i in f  Be-  
z i e h u n g e n ,  so d a b  

D t : d 1 . D  o; D~ ~-~d 2 . D  o;  F o ~- d '  o . D  o:  F t : d ' ~ . D  o;  F~- -~  d '  i . D  e 

wird ,  w o b e i  die  F a k t o r e n  d ,  d., d'o, d ' ,  d'~ b e s t i m m t e  W e r t e  
h a b e n ,  d ie  s i ch  a us  den  G l e i c h u n g e n  (X) 1. bis  5. r e c h n e n  l a s sen .  

Die  b e t r a c h t e t e  N o r m a l s c h w i n g u n g  bes i t z t  die  f o l g e n d e n  
W e r t e  de r  K o o r d i n a t e n :  

Z(o',) K~;0 R ('0 ,i t + Do ; !/o ,~2 R ('0 cos ,~ t + d' o D o , X o - -  't 2 COS - -  " 

• 
x~-- v2 R ( ' 0cos ' l t+d~D o; & - -  ,,2 R ( '0cos '~t+d'  tD  o; 

u!,") z 2 )  
x= -- ,]z R ('0 cos v t + d.~ D O ; Y' = - -  ,~--~2 R('0 cos 'J t + d'= D o . 

Die  K o n s t a n t e  Do b l e ib t  n o c h  u n b e s t i m m t ,  weil ,  wie  be-  
r e i t s  erw~ihnt ,  be i  v o r g e g e b e n e n  W e r t e n  der  V e r z e r r u n g e n  t = 0 
n o c h  de r  A n f a n g s w e r t  Xo be l i eb ig  gew~ihlt w e r d e n  k a n n .  U m -  
g e k e h r t  k a n n  d u r c h  e ine  W a h l  der  K o n s t a a t e n  Do de r  A n -  
f a n g s w e r t  Xo f e s t g e l e g t  we rde n .  F i i r  die D i s k u s s i o n  de r  S c h w i n -  
g u n g s f o r m  a m  e i n f a c h s t e n  is t  na t f i r l i ch  die W a h l  D o - - 0 .  

.~¢[an e r h a l t  s o d a n n  

xo - ,~2 R ('0 cos v t; yo = -- ---~_ R ('0 cos v t; 

Ki ) q , , )  -- R ('0 cos ,J t; (XD xt -- ~2 /~(~) cos 'J t; Yl ,~2 

x 2 - -  ~ R (~) c o s  v t ;  y .  ---- - -  ~ R ('0 cos ,~ t .  

Diese  G l e i c h u n g e n  e r g e b e n  die  B e w e g u n g e n  de r  d r e i  
M a s s e n p u n k t e  des S y s t e m s ,  w e n n  es in  e ine r  N o r m a l s c h w i a -  
g u n g  m i t  de r  S c h w i n g u n g s z a h l  v s c h w i n g t .  F i i r  t - - 0  i s t  d a s  
S y s t e m  in  e ine r  v e r z e r r t e n  L a g e  in  R u h e ,  f l i t  die die  V e r z e r -  
r u n g e n  s i ch  v e r h a l t e n ,  wie  
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~o : ~t : ~', = A(a~)t : A(~) : a(') . 3, 2 3, 3 ' 

und die Anfangswerte  der Koordinaten 

K ;O ) L iC'O 
R (') ; R ('): i O, 1, "~ x l - -  vs Y i : - -  v---~ : - 

s i n d .  

Den Gleichungen (XD entnimmt man das Bild der Be- 
wegung der Massenpunkte. Nachdem 

Li") Li ') 

ist, erkennt man, dag jeder Massenpunkt sieh auf  einer Geraden 
dureh seine Ruhelage bewegt, deren Neigung zu den Koordi- 
natenaehsen, also mit telbar  aueh zu den Seiten des Dreieekes 
in der Ruhelage, dureh die Verhiiltnisse 

= L.(;') 
v(:)= X; i; @ 

bestimmt ist, die yon der Schwingungszahl  der Normalschwin- 
gung abhgngen. 

Die gr51~ten Ausweichungen aus der Ruhelage sind 

f t i r  d i e  5 I a s s e  qno:a ~ = { ( K ( ' 0 )  2 + (L(o~))2} • (R('*))2 
v4 

Die Bewegungen der Massenpunkte erfolgen proportional 
derselben harmonischen Funkt ion  der Zeit. 

Der Fal l  des Systems yon drei Massenpunkten in allge- 
meiner gegenseitiger Lage diente bisher nur als Unterlage zur 
Darstel lung der Methode der Reehnung. Er  ist aber aueh an 
sich als Molekiilmodell verwendbar.  Die in der L i t e ra tu r  be- 
handel ten-Fal le  der symmetr isehen Anordnung, des gewinkel- 
ten und des gestreekten Systems dreier Massenpunkte sind 
in ihm als Spezialf~lle enthalten. Zu dem ersten gelangt man,  
indem man die Symmetrie  in den Direktionskr~ften und  in 
der Konfigurat ion einfiihrt, zu dem zweiten, indem man f~ = 0 
w~hlt, und zu dem dritten, indem man 

h=O, a ,==,  ~ o = ~ = 6  

setzt. 


